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Введение
Наиболее важными характеристиками при изуче-

нии процесса общей смертности в различных когортах 
и больших группах населения являются коэффициент 
и функция интенсивности (функция риска) смерт-
ности [1, 2]. С количественной стороны коэффици-
ент смертности λ0 определяют как отношение числа 
случаев смерти к накопленной сумме человеко-лет 
наблюдения в данной группе населения; с качествен-
ной (содержательной) стороны смысл коэффициента 
смертности – это средняя доля умерших в год за рас-
сматриваемый отрезок времени наблюдения. При бо-
лее общем подходе коэффициент смертности является 
функцией времени λ(t), и в этом случае он задается 
так называемой функцией интенсивности смертности. 
В качестве временной характеристики здесь может вы-
ступать наблюдаемое время наступления неблагопри-
ятного события (смерти) или возраст. 

Задавая различные формы функции интенсив-
ности смертности, можно получить те или иные ста-
тистические модели распределения продолжительно-
сти жизни. Например, если функция интенсивности 
смертности будет содержать два неизвестных пара-
метра, то статистическая модель продолжительности 
жизни может быть описана с помощью распределения 
Гомперца, Вейбулла или биномиального закона [3]. 
В  простейшем случае, когда функция интенсивности 
смертности является постоянной величиной, не зави-
сящей от времени λ(t) = λ0 ~const, закон распределения 
продолжительности жизни можно приближенно опи-

сать и однопараметрическими распределениями, таки-
ми как экспоненциальное или пуассоновское.

В недавно опубликованной теоретической работе, 
посвященной методологии получения оценок среднего 
риска общей смертности в эпидемиологических иссле-
дованиях [4], авторы, используя специальный вариант 
метода максимального правдоподобия, убедительно 
показали эквивалентность экспоненциальной и пуас-
соновской моделей при статистической оценке средне-
го коэффициента общей смертности. Помимо этого, в 
цитируемой работе были представлены дополнитель-
ные теоретические наработки, которые оказались по-
лезны в дальнейшем не только в аналитической, но и 
радиационной эпидемиологии [5]. С другой стороны, 
основываясь на разработанной методологии, в нашем 
кратком сообщении [6] был предложен обобщенный 
метод степенны́х человеко-лет для оценки коэффици-
ента и функции интенсивности смертности на основе 
двухпараметрического распределения Вейбулла. 

В связи с этим целью настоящего исследования яв-
ляется развитие указанного подхода и получение обоб-
щенных оценок параметров функции риска и среднего 
коэффициента общей смертности.

Результаты и обсуждение
Известно, что в общем виде функцию распределе-

ния длительности жизни для исследуемой когорты или 
большой группы населения можно определить следую-
щим образом:
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где λ(t) – функция интенсивности смертности.
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где λ(t) – функция интенсивности смертности.

Для распределения Вейбулла функция интенсивности смертности (функция риска) имеет степенной вид:
λ(t) = λ0 · a · ta–1

где λ0 и a – параметры степенной модели.
Построен функционал для нахождения методом максимального правдоподобия параметров λ0 и a применительно к конкрет-

ной схеме наблюдений (m смертей из N возможных событий на интервале [0; T]), который имеет следующий вид:
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В результате минимизации функционала были получены обобщенные аналитические оценки параметров λ0 и a для функции 
риска на заданном периоде наблюдения. Предложен новый метод степенны́х человеко-лет, который может быть в перспективе 
адаптирован к задачам радиационной эпидемиологии. На выбранном временнόм отрезке наблюдения [t1,t2] (при условии t2 > t1 и 
[t1, t2] ⊂ [0; T]) получена оценка среднего коэффициента смертности λ(t):
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Из этой формулы следует, что величина λ(t) зависит не только от параметров λ0 и a, но и от величины временного отрезка (t1, 
t2), на котором происходит процесс усреднения. В частном случае (при a = 1), значение среднего коэффициента смертности λ(t) = 
λ0 , которое соответствует экспоненциальному распределению.

Выводы: Разработан обобщенный метод оценки коэффициента и функции риска общей смертности на основе распределения 
Вейбулла. Полученные теоретические результаты в дальнейшем могут быть использованы в области радиационной эпидемиоло-
гии.
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Таким образом, конкретный вид функции распре-
деления R(t) полностью определяется видом функции 
интенсивности смертности [3, 7].

Допустим, что функция интенсивности смерт-
ности является степенной функцией от t следующего 
вида:

λ(t) = λ0 · a · ta–1  (2)
где λ0 и a – параметры этой степеннόй модели.

Подставляя λ(t) из формулы (2) в обобщенное вы-
ражение (1), после интегрирования получаем конкрет-
ный вид функции распределения R(t):

R(t) = 1 –exp(–λ0ta) (3)
Такой закон распределения времени жизни назы-

вается вейбулловским [7, 8], и он полезен не только для 
решения задач эпидемиологии и демографии, но и ши-
роко применяется в теории надежности сложных тех-
нических систем [9]. Следует обратить внимание и на 
тот факт, что в частном случае при равенстве безраз-
мерного параметра формы единице (a  =  1) функция 
интенсивности смертности λ(t), как это видно из (2), 
становится постоянной величиной, равной λ0 = const. 
При этом функция распределения (3) переходит к сво-
ему частному виду – экспоненциальному распределе-
нию с единственным параметром λ0.

Преимущество использования вейбулловского за-
кона распределения по сравнению с экспоненциаль-
ным распределением для количественного описания 
функции интенсивности смертности λ(t) можно пока-
зать с помощью следующего условного графика (рис.).

Из рис. видно, что если под временным факто-
ром «годы» подразумевается возраст, то всю кривую 
можно условно разделить на три области: I – детская 
смертность, II  – смертность в зрелом возрасте, III  – 
смертность в пожилом возрасте. В каждом возрастном 
интервале функция интенсивности смертности (2) 
будет иметь различные значения параметра a (a < 1; 
a  ≈  1; a  >  1). Если под временны́м фактором «годы» 
понимать длительное время наблюдения за стареющей 
и постепенно вымирающей когортой, начиная со зре-
лого возраста, то зависимость коэффициента смертно-
сти от времени будет аналогична поведению кривой в 
областях II и III. В целом можно констатировать, что и 
в том и другом случае зависимость λ(t) будет характе-
ризоваться нелинейной зависимостью от времени.

Следовательно, аппроксимация такой зависимо-
сти с помощью единственного параметра λ0 (на базе 
экспоненциального распределения) является очень 
приближенной оценкой и может быть справедливой 
только для небольших временных отрезков наблю-
дения. С  другой стороны, построение зависимости 
λ(t) на базе двухпараметрического распределения 
Вейбулла с последующей оценкой параметров λ0 и a, 
вероятнее всего, будет более точно описывать коэффи-
циент и функцию интенсивности смертности (необхо-
димо также отметить, что при возрасте более 85 лет за-
висимость λ(t) лучше описывается функцией Гомперца 
[3] по сравнению с распределением Вейбулла). 

Для построения функционала на основе распреде-
ления Вейбулла, с помощью которого можно получить 
формулы для оценки параметров λ0 и a, воспользуемся 
методологией, разработанной ранее для экспоненци-
ального распределения [4].

Пусть t ∈ [0; T], где T – одновременно и продолжи-
тельность интервала наблюдения, и время окончания 
наблюдения tk = T (при этом t0 = 0). Рассмотрим группу 
из N индивидуумов на интервале [0; T], в котором про-
изошло m случаев нежелательных событий (смертей), 
причем каждый i-тый случай произошел в свой i-тый 
момент времени – ti, mi ,1  . Индикатором состояния 
i-того индивидуума Indi ( mi ,1  ) является дискретная 
величина:
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Единица указывает на то, что событие с вероят-
ностью R(ti) произошло в интервале [0,  ti)  ⊂ [0; T], 
а ноль  – на то, что с вероятностью Q(T) в интервале 
[0; T] событие не произошло.

Разложим функцию R(t) в ряд Маклорена:
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При таком разложении приближенное равенство 

(5) будет выполняться при дополнительном условии:
.10  t   (6)

Функционал для нахождения параметров λ0 и a 
применительно к данной схеме наблюдений (m собы-
тий из N возможных событий на интервале [0; T]) бу-
дет иметь следующий вид:
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Логарифмируя обе части равенства (7), получаем:
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Дифференцируя функционал (8) по параметрам λ0 
и a, получаем следующую систему уравнений:
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Из первого уравнения системы (9) следует:
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Рис. Зависимость коэффициента смертности от временного 

фактора (годы)
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Подставляя λ0 из (10) во второе уравнение систе-
мы (9), получаем нелинейное уравнение относительно 
параметра a:
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Решая данное нелинейное уравнение относитель-
но параметра a любым итерационным методом (к 
примеру, методом Ньютона [10]), можно с заданной 
точностью e вычислить значение параметра a. После 
этого, подставляя найденное значение a в формулу 
(10), можно получить численную оценку параметра λ0. 
В итоге функция интенсивности смертности λ(t) будет 
полностью определена в соответствии с формулой (2).

В формуле (10) стоящее в знаменателе выражение в 
квадратных скобках представляет суммарное количе-
ство человеко-лет наблюдения в степенной форме или, 
короче, степенны́е человеко-годы [6]. 

В частности, если параметр a = 1, то коэффици-
ент смертности λ0 из выражения (10) определяется 
классически,  – как отношение числа случаев смер-
ти к стандартной сумме человеко-лет наблюдения. 
Единственным ограничением при оценке параметров 
λ0 и a с помощью функционала (7) является неравен-
ство (6), гарантирующее точность и качество аппрок-
симации R(t) при разложении в ряд Маклорена (см. 
равенство (5)).

Более общим подходом к оценке параметров вей-
булловского распределения λ0 и a, на который не рас-
пространяется указанное выше ограничение, является 
минимизация следующего функционала:
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Дифференцируя последовательно по параметрам λ0 
и a данный функционал, можно получить систему двух 
нелинейных уравнений и, затем, применяя итерацион-
ный метод Ньютона, численно оценить параметры λ0 
и a. Однако при таком общем подходе к оценке пара-
метров λ0 и a вряд ли возможно в явном виде увидеть 
и выделить из сложных выражений метод степенн´ых 
человеко-лет, как это было показано в предыдущем ал-
горитме расчетов с условным ограничением (6). Более 
того, при минимизации функционала (12) по параме-
трам λ0 и a получается довольно громоздкая система 
нелинейных уравнений, которую, вероятнее всего, не-
целесообразно приводить в данном исследовании.

После нахождения параметров и построения 
функции интенсивности смертности заключительным 
этапом теоретического исследования является оценка 
на выбранном временном отрезке наблюдения [t1; t2] 
средней величины коэффициента смертности λ(t).

Для этого воспользуемся известной теоремой о 
среднем [11]. Итак, пусть задан временной отрезок [t1; 
t2] для функции λ(t) при условии t2 > t1 и [t1, t2] ⊂ [0; T], 
тогда средняя величина коэффициента смертности на 
этом отрезке будет равной

     
2

1

2

1

12
1

012)()(
t

t

t

t

ttdttttdttt    

или, окончательно,
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Из этого равенства видно, что величина λ(t) зави-
сит не только от параметров λ0 и a, но и от величи-
ны временного отрезка (t1, t2), на котором происходит 
процесс усреднения. Более четко проиллюстрировать 
смысл формулы (13) можно в частном случае: пусть 
t1 = 0 и t2 = t, при условии [0; t ] ⊂ [0; T]. Тогда равенство 
(13) трансформируется к следующему виду:
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Из этой формулы видно, что величина λ(t) явля-

ется функцией времени и отличается от функции ин-
тенсивности смертности λ(t) (см. формулу (2)) только 
на постоянный коэффициент a. Очевидно, что при 
a = 1 или t = 1 равенство (14) преобразуется в более 
простое, ранее полученное [4] для однопараметриче-
ского экспоненциального распределения: λ(t) = λ0. Это 
вполне ожидаемый результат исследования, который 
представляет собой частное следствие предлагаемого 
подхода к оценке среднего значения коэффициента 
смертности.

Заключение
Таким образом, основываясь на двухпараметри-

ческом распределении Вейбулла, были получены 
обобщенные теоретические оценки параметров для 
функции интенсивности смертности и среднего коэф-
фициента смертности на заданном периоде наблюде-
ния. Предложен новый метод степенны́х человеко-лет, 
который может быть в перспективе адаптирован к за-
дачам радиационной эпидемиологии.

Необходимо отметить, что формулы для оценки 
среднего коэффициента и функции интенсивности об-
щей смертности, а также используемые методы оценки 
параметров этих величин имеют на настоящий момент 
в определенной степени эвристический (поисковой) 
характер. Поэтому в дальнейшем требуется более тща-
тельное теоретическое обоснование и всесторонняя 
практическая проверка полученных результатов.
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Abstract
Purpose: To estimate theoretically total mortality risk function parameters based on Weibull distribution and to calculate the average 

mortality rate.
Results: Lifespan distribution function takes the general form of:
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where λ(t) is mortality rate function.

To obtain Weibull’s distribution mortality rate function (risk function) is represented as power equation:
λ(t) = λ0 · a · ta–1

where λ0 and a are power model parameters.
We provided a function for estimation of λ0 and a parameters to be applied to a certain follow-up pattern using maximum likelihood 

technique (m deaths among N of potential outcomes during [0; T] period of time) which looks as:
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As a result of minimization of the function we obtained generalized analytical λ0 and a parameter estimates for risk association during 
a specified period of follow-up. We developed a new technique using power man-years which may be adapted for radiation epidemiology 
in future. For a set period of follow-up [t1,t2] (with assumptions t2 > t1 и [t1, t2] ⊂ [0; T]) the mean mortality rate λ(t) was estimated to be:
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This equation implies that λ(t) depends not only on λ0 and a parameters but also on the duration of the time line (t1, t2) during which 
the averaging is carried out. As a special case (with a = 1) the mean mortality rate is λ(t) = λ0 , and consistent with exponential distribution.

Conclusion: The generalized technique for estimation of the coefficient and function of total mortality risk was developed on the basis 
of Weibull distribution. The obtained theoretical results may be used in radiation epidemiology in future.

Key words: risk function, total mortality, Weibull distribution, power man-years, estimation technique
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